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Prefacio

0 Puncoamento é um caso particular do Esforco Transverso que ocorre em elementos planos

submetidos a ac¢do de cargas concentradas.

Dadas as restricdes impostas pelos regulamentos em vigor na década de 70, o Eng. Araujo
Sobreira, com a colaboragdo do Eng. Jodo Maria Sobreira, realizaram estudos referentes a este

assunto chegando a publicar os mesmos em 1983.

Na época, estes estudos permitiram aos seus autores resolver alguns problemas da Engenharia
que nao tinham solucao aparente, nomeadamente no que diz respeito ao puncoamento em lajes
assimetricamente apoiadas em pilares, ou apoiadas em pilares de bordo ou de canto. Por vezes,
para confirmar a seguranca destes elementos eram realizados ensaios em obra como foi o caso
da laje do armazém de papel na Portucel de Viana (1977), destinado a suportar uma sobrecarga
de 150 kN/m?2 (correspondente a 3 rolos de papel empilhados), com uma malha de pilares de
aproximadamente 4.5 por 4.5 e uma espessura de laje de 0,40 m, em que se deixou cair de um
empilhador um rolo de 50 kN (acidente possivel de acontecer na realidade), de modo a testar o

comportamento da laje.

Posteriormente, o Eng. Jodo Maria Sobreira com a colaboragdo do Eng. Nunes da Silva realizaram
estudos comparativos com a regulamentacdo existente de forma a verificar o modelo e
desenvolveram ferramentas de calculo para que a sua aplicacdo em projecto fosse mais

sistematica.

Recentemente (2011), a propdsito da dissertacdo de Mestrado do Eng. Jorge Ribeirinho Soares
relativo ao Corte em Estruturas de Betdo Armado foi reelaborado o estudo tendo agora em

consideracdo a comparagao com a regulamentacao mais actual.
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1

INTRODUCAO/CONSIDERACOES GERAIS

0 puncgoamento de lajes apoiadas em pilares é um problema que ainda nao teve até hoje uma
solucdo clara e esclarecedora que permita aos projectistas aplicarem os critérios normalizados
com o conhecimento do fenémeno fisico em si e do grau de seguranca efectiva que estdo a
adoptar.

Baseados em tensdes convencionais de corte, os critérios adoptados ndo correspondem a um
modelo de rotura global da laje apoiada em pilares e conduzem a solugdes por vezes pouco
econdémicas quando, por desconhecimento do comportamento real, se exagera nas limitacdes
impostas, e ao contrario, pode-se ser conduzido a uma seguranga insuficiente, quando se
generalizam resultados obtidos em condigdes particulares de ensaio.

De modo a desenvolvermos a teoria de rotura ao pungoamento proposta neste estudo, vamos
comecar por analisar o comportamento a4 rotura de lajes macigas apoiadas em pilares
recorrendo a alguns exemplos retirados do livro de L.L.Jones -R.H.Wood “YIELD-LINE ANALYSIS
OF SLABS”.

Nos exemplos a seguir apresentados vamos ver que os mecanismos de rotura por flexdo podem

apresentar diversas configuracdes das lajes.

EXEMPLO 1 - LAJE APOIADA EM 4 PILARES

A Figura 1.1 mostra duas configuracées possiveis. A configuracdo a) necessita de armadura
inferior para resistir a um momento positivo m=p*l"2/8 desde que sobre os pilares exista
armadura para resistir aos momentos negativo e positivo originados pela configuracdo b), pois

embora o momento originado pela configuracdo b) m=p*["2/12,56 ndo seja condicionante, caso
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ndo exista armadura superior sobre os pilares, o momento m aumenta para m=p*"2/6,28
quando R tende para zero, originando uma redugcdo na carga de colapso de 21,5%. Assim sendo,

essa armadura superior destina-se a impedir a formagdo do mecanismo de rotura b).

Q
A
v
Linhas de ™ $ " n '1|.
rotura R
A=1 8
m ; | -;, . s
_ ;l X+ " Linha alternativa
" Eixo de rofagdo mais critica

da laje

Fig.1.1 — Mecanismo de rotura a (esq.) e mecanismo de rotura b (dir.).

EXEMPLO 2 - CONSOLA COM CARGA CONCENTRADA NO BORDO

Também no caso de uma carga concentrada no extremo de uma consola, embora o modo
primdrio de rotura seja o de uma consola submetida a momento negativo, necessitamos de
armadura inferior para resistir aos momentos positivos m indicados na figura 1.2.

Fig.1.2 — Linhas de rotura resultantes de uma carga concentrada numa consola.
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EXEMPLO 3 - LAJE APOIADA EM MALHA DE PILARES

No caso de lajes macicas apoiadas em pilares (sem vigas) podemos considerar dois modos de
rotura, conforme a figura 1.3:

L f— L
1 |
‘m m “”1' kL

Zona Rigida com
deslocamento A=1

Fig.1.3 —12 modo de rotura (acima) e 22 modo de rotura (em baixo).

Para o 12 modo: m=p*"2/(8*(1+i))
Para o 22 modo: m=p*1"'2*(a-m/3*R"2/L"2)/(2*m*(1+]i))

Estas duas equacdes permitem-nos concluir da necessidade de armar inferiormente a laje
mesmo na zona dos apoios, e superiormente em toda uma zona de raio R (mais o comprimento
de amarragdo), sabendo que, quanto menor for R maior serd o momento positivo m.

Nos exemplos apresentados, como em outros possiveis, verifica-se que o aparecimento de um ou
outro dos mecanismos de rotura, dependerd da quantidade e extensdo quer da armadura

horizontal inferior, quer da armadura horizontal superior.

Estas armaduras sdo normalmente constituidas por malhas quadradas com percentagem p igual

ou diferente nos dois sentidos.
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A flexdo portanto para além das linhas de rotura no vao, pode originar em torno das cargas
concentradas fissuras radiais, criadas por momentos negativos m’r e limitadas exteriormente

por fissuras curvas, devida a momentos positivos m t.

Fig.1.4 — Linhas de rotura sobre um pilar.

Assim, na zona em volta dos pilares existem, em estado de pré-rotura, momentos radiais e
tangenciais, que sendo maximos junto ao pilar se reduzem rapidamente a medida que se afastam

deste.

Enquanto as fissuras no vao acabam sempre por se formar (se outros mecanismos nao
originarem previamente a rotura local da laje), as fissuras de continuidade e sobretudo o valor e
a variacdo dos momentos negativos nelas instalados, dependem da forma como a continuidade
sobre o pilar pode ser garantida pela restante parte da estrutura, o que estd fundamentalmente
relacionado com a localizacdo daquele (interior a laje ou no bordo desta), com a rigidez relativa

entre pilar e laje e outros factores de assimetria.

Para termos em conta estas assimetrias adoptamos neste estudo por modelo que se baseia na
simulacdo da existéncia de vigas que ligam os pilares entre si, com a espessura da laje e seccdo

variavel, conforme fig. 1.5.
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Fig.1.5 — Esquema de vigas que ligam os pilares entre si.

0 comportamento destas vigas pode ser considerado idéntico ao de vigas vulgares, isto é sujeitas
aos diversos tipos de esforcos, nomeadamente esforcos de flexdo, compressao e traccado, torcao e

esfor(;o transverso.

Estas vigas sdo portanto submetidas a um esforco transverso, que neste caso é critico junto do
apoio nos pilares, pois além de ai ter o seu valor maximo, também é exercido sobre a seccdo
minima da viga. Se considerarmos todas as vigas que concorrem num pilar obtemos um
perimetro critico de resisténcia ao esforco transverso que agora iremos designar de resisténcia

ao pungoamento.

De modo a analisar a resisténcia ao pungoamento, os suecos Kinnunen e Nylander procederam a
uma série de ensaios em que procuraram definir a carga de pungoamento de uma laje apoiada
num pilar, a custa da definicdo do mecanismo de rotura de uma placa circular apoiada num pilar,
carregada no bordo; assim concluiram que para as percentagens habituais de armadura
horizontal este mecanismo corresponde a formacdo de um cone de geratrizes a 30°, apoiado

sobre o topo da coluna.

I | -i‘e |
| \ |
f
T

|
V)

Fig.1.6 — Mecanismo de pungoamento.
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Neste estudo o mecanismo de rotura proposto através do qual a laje desenvolve a sua resisténcia
ao punc¢oamento é idéntico ao do esfor¢o transverso. De facto, o pungoamento é um caso
particular deste esforco e como tal a sua resisténcia baseia-se na existéncia de bielas e tirantes
(em anéis cénicos e cilindricos), exigindo respectivamente armadura horizontal e estribos, estes
quando a trac¢do efectiva nos tirantes ultrapassa a resisténcia do betdo, tal como sucede na

resisténcia ao esforgo transverso.

A formacdo do cone de pungoamento corresponde ao alargamento da zona de apoio da laje no
pilar; deste modo pode admitir-se que o aparecimento das linhas de rotura, caracteristicas dos
mecanismos de rotura primarios atras referidos, é precedido pela formagio de vigas de seccdo
variavel em largura, apoiando-se nos cones de pungoamento dos pilares que formam a rede de

apoio, fig. 1.6.

E com base neste esquema estrutural que as questdes relacionadas com lajes apoiadas em
malhas ndo simétricas de pilares (incluindo os pilares de bordo e de canto) sdo resolvidas pela

teoria de rotura exposta neste estudo.

Para o pilar simetricamente solicitado os ensaios de Nylander permitiram a formula¢do de uma
teoria que fornece a resisténcia de rotura do cone de puncoamento simetricamente solicitado; o

seu método de calculo e respectivas expressoes sao de dificil aplicagdo pratica.

Para pilares simetricamente solicitados os ensaios de Nylander permitiram que o CEB-FIP
estabelecesse nas suas Recommandations Pratiques Unifiées (RPU) de 1970 uma férmula

simples que fornece a carga maxima Vrq que o cone de pungoamento pode suportar:

VRd=45*04q*p*d com  Ocq =+/fek/Y
p perimetro da seccdo caracteristica
d altura util da laje

Ver-se-a adiante que a resisténcia ao pungoamento se relaciona com o tirante circular de betio,
enunciado no estudo sobre esforco transverso, sendo esta resisténcia, na maioria dos casos,

condicionante relativamente a resisténcia do cone ao esmagamento.
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A teoria que vai ser exposta considera de forma explicita todas as situacoes de apoio da laje e
também todas as solicitacdes habituais da pratica. Os seus resultados de base serdo controlados

através da sua comparag¢do com o MC10, o Eurocédigo e o REBAP.

E importante realcar que a formacdo de bielas de compressdo em apoios extremos de vigas
depende fundamentalmente da armadura horizontal inferior, podendo mesmo nado existir
armadura superior, enquanto no caso de lajes apoiadas em pilares de canto ou de bordo,
tangentes as linhas de bordo, existem normalmente armaduras horizontais inferiores e

superiores como vimos.
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2

RESISTENCIA AO PUNCOAMENTO EM LAJES
SIMETRICAMENTE APOIADAS

2.1. RESISTENCIA Vg, DO CONE DE PUNCOAMENTO

Por lajes simetricamente solicitadas entendem-se as lajes que transmitem ao cone de

Pungoamento, por quadrantes simétricos, uma carga linear e uniforme r, fig. 2.1.

Em tal situacdo o anel cénico de Puncoamento designado habitualmente apenas por cone de

Puncoamento, possui a resisténcia maxima.

r
e
1 T b 1
! ) ]
; L / -
[ gt
| T
[
e f ~ ==
; ,»“ﬁ; l\“wM | Aux
| R e I ‘
| a C \
| \
7| ‘
d | |
/N |
N S

Fig. 2.1 — Definigdo geométrica do anel de Pungoamento
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Sobre o topo de um pilar existe uma zona triaxialmente comprimida sendo a resisténcia do cone

definida a partir da resisténcia f.q do betdo C20/25 e da sec¢do do cone ao nivel da zona

f
comprimida inferior da laje, definida por y. O valor de f.4¢20/25 sera majorado de ZL(k) , em que

f. corresponde ao betdo utilizado. De facto é nesta seccdo que a resisténcia do cone é a menor,
quer pelo valor da tensdo da rotura admissivel, quer pela sua area resistente, visto que abaixo de
y existe um estado de compressdo triaxial e acima de y uma compressdo é axial. A seccio de

resisténcia minima do cone é dada assim por:
Ac = 2xmxex*c

a que corresponde uma resisténcia maxima ao Puncoamento dada por:

,f .
Vcone,méx =2-n-e-c-f,- ZLBSIHZGZVEd

No caso de pilares de bordo ou canto o angulo 27 devera ser reduzido do angulo w quando a

distancia, c, do eixo do pilar ao bordo for menor que f + b (Fig. 2.2).

Pilar de Bordo Pilar de Canto

f+b &2

N e u—

w=2xacos(7—$~b) w=%+aoos(?—+€*§)+aoos(7§25)

Fig. 2.2 — Perimetro critico de pungoamento em pilares de bordo e de canto

10
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As expressdes que definem a forma geométrica do anel de Pungoamento, fig.2.1, dependem, além

dos valores iniciais d e d’ de cada problema, das seguintes grandezas:
y - Altura do diagrama simplificado rectangular de tensdes - extensdes do betdo.

o - Inclinacdo da fissura de pungoamento, que os ensaios mostram ser cerca de 30° nas

lajes correntes e 45° nas lajes de fundacao (sapatas e ensoleiramentos gerais).
a - largura de apoio do anel cénico de puncoamento sobre o pilar.
0 - Inclinacdo do eixo do anel cénico de pungoamento
Se o for 30° admite-se 0 igual a 36° enquanto que se o for 45° admite-se 0 igual a 51°.

Em relacdo ao valor de y tem de se observar que a zona comprimida do cone de Pungoamento
esta submetida a um estado de tensio triplo e que por isso a sua capacidade de deformacao é
muito mais reduzida do que a habitualmente considerada na flexdo plana (€« = 3,5%0). Na

realidade os ensaios de Nylander, fig.2.3, indicam que no Pungoamento se deve ter ecd < 1%eo.

Observa-se ainda nesta figura o forte aumento de & radial da armadura horizontal a partir de
certo valor da carga P, o que confirma a formacdo do anel cénico como consequéncia da

fissuracdo tangencial da zona interior aquele anel.

Por outro lado, ndo sera de admitir a variagdo linear de extensdes, com a altura d da secgio. A
falta de experimentacdo directa, recorreu-se a teoria de Nylander e adoptou-se para y/d valores

compativeis com os por ela fornecidos de forma que os resultados obtidos pela teoria de rotura

aqui exposta sejam idénticos aos daqueles ensaios.

Pu /

e\ 1760,
a \|s ‘
©
L=l & 2
¥/
IS
100 “’/
8 radial
60 | 24 tangencial
Z 42
40 T K
20 T pontos do medigao
<L (armadura)

-2 -1 0 1 2 3 4 5
Ec(% Earwy

Fig.2.3 — Deformacdo no cone de Pungoamento.
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De varios exemplos resolvidos pode-se concluir que a relacdo y/d é independente do diametro d'
do pilar e vale aproximadamente 0.38, valor alias préximo do que se obtém na flexdo com aco

A400 e diagrama linear de deformacdes.

Quanto ao valor de a, é dependente de d e d'; os calculos feitos permitiram, com aproximacio

suficiente, estabelecer as expressdes seguintes:
2a=0,33d ,parad'/d<14
2a=0,24d ,para 1,4<d'/d<3,5

Os valores de Vcone max obtidos a partir destas relacdes e da expressdo, acima escrita, em
funcdo de d e d' sdo para o betdo de classe C20/25. Para outro qualquer betdo as recomendacées
CEB-RPU de 1970 indicavam que se devia multiplicar o valor obtido para o C20/25 por

\/(fck/ZO) e isto por imposicao do risco de instabilidade elastica da base da biela cénica.

Ver-se-a ainda que o valor de V¢cone max esta também limitado pela necessidade de se garantir
ao betdo daquela zona, multi-axialmente comprimido, a indispensavel capacidade de

deformacao plastica.

Refira-se que os valores do dngulo acima fixados (30° para as lajes correntes e 45° para as lajes
em sapatas e ensoleiramentos de fundagio) estdo relacionados com os valores da percentagem
p. das armaduras horizontais habitualmente utilizadas nestes dois tipos de lajes. As

percentagens adoptadas sdo para as lajes <=0,8% e nas fundacgdes cerca de 0,2%.
Para a definicdo do anel cénico e determinacio dos valoresde e, c,f temos:
b=a+d/tana—d/tan(2 * (6 — a) + a)

aux =axd/(b—a)

¢ = (y + aux) * a/aux

e=d/2+y/tana—c/2

f=d/2+d/tana—b/2

12
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2.2. ARMADURA HORIZONTAL DE EQUILIBRIO DO CONE DE PUNCOAMENTO EM
LAJES SIMETRICAMENTE SOLICITADAS

A armadura horizontal de equilibrio do cone de Pungoamento ¢é habitualmente formada por uma
malha quadrada de vardes, formando uma armadura isotrépica ou anisotrépica, conforme as

percentagens pix € pLy S0 iguais ou ndo em ambas as direc¢des de referéncia xe y, fig.2.4.

Se px e py forem as resisténcias lineares unitarias das armaduras e p for a respectiva resultante
horizontal unitaria das armaduras, uniforme por hipétese ao longo de todo o perimetro deste

pois se considera que a laje esta simetricamente solicitada, pode-se escrever:
p* ds = pxxdyx*cosy + py*dxxseny

Sendo:

x = fx cosy ; y = f* seny

dx =— f xseny* dy e dy = f* cosy* dy

pode deduzir-se:

p*ds = px*fx cos’y* dy — py * fx sen’y* dy

Fig.2.4 — Armaduras sobre o cone de pungoamento

Tendo-se presente que quando x e y variam de 0 a f, varia respectivamente de mt/2 a0 e de 0 a

/2, considerando [2p * ds = Fh,tem-se: VEq/4 = Fhx tgf

13
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Fig.2.5 — Resultante no cone de pungoamento em cada quadrante.

Fh é a forca desenvolvida pela malha da armadura horizontal num quarto de circulo do anel
conico de pungoamento. Sendo Ax e Ay a area de armadura horizontal superior segundo x e

segundo y, e Aa suaresultante Fh = A * gsd.

Com pL igual 4 percentagem de armadura existente no quarto de circulo considerado

‘; T[/2
d

Fig.2.6 — Superficie de betdo correspondente a A.

‘ Superficio de betdo correspondente
a area A da armadura horizontal

Logo pL = A/((nt/2) xf*d) e VEd/4 = (m/2) * fxd = pL * osd * tgb

L= VEd < 0,8%
P © 6.28xfxdxosdxtgh ~ °

Limitacdo imposta para conferir ao betdo do anel de Puncoamento a indispensavel capacidade

de deformacao plastica compativel com a formagdo do mecanismo de rotura local.

A armadura horizontal deve ser aplicada segundo um quadrado de lado [ tangente ao circulo de

raio f, acrescida do comprimento de amarracao, definido para a tensdo os¢ adoptada:

14
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ls=2%f+2xlp* asd/fsyd

Observa-se que esta armadura é normalmente integrada na que é exigida pelo momento de

continuidade que os mecanismos de rotura por flexdo da laje desenvolvem sobre o pilar.

Quanto a tensdo osq a adoptar, ela ndo pode ser fgyq, pois é evidente que um alongamento

excessivo da armadura de estabilidade do cone de Puncoamento poderia aumentar o risco de

encurvadura da zona triaxialmente comprimida da base do anel cénico.

Sem elementos experimentais disponiveis que possam servir de verificacdo optou-se por limitar
aquele alongamento osq através de um valor reduzido da abertura caracteristica wi da fissuracao

do betio.

Assim o4 deve corresponder a um wk < 0,15 mm, o que para vardes g16 impde uma tensao osq
< 230 MPa, para um ago de aderéncia melhorada (quadro 2.1), valor este que é igual ao fixado
por Nylander. Por sua vez o Eurocédigo permite para a armadura transversal uma tensdo de
cerca de 315 MPa em lajes correntes, o que origina valores de wi = 0,15mm para vardes g10 que

deve ser o maior didmetro geralmente utilizado nesta armadura.

Quadro 2.1 - Tensdes no aco (rugoso) admissiveis no pungoamento para wx =0,15mm , o esfor¢o maximo suportado
por estribo (dois vardes) e a area fissurada por estribo que devera ser corrigida por fck/20 (fck em MPa)

Vardo 6 8 10 12 16 20 mm

O34 375 315 280 255 230 210 MPa

E-se portanto conduzido a admitir que o critério de se fixar wi < 0,15 mm conduz a valores que
se podem considerar sancionados pela regulamentacdo, embora nesta apenas se mencione
directamente a armadura transversal, nada se dizendo em relacdo a armadura longitudinal. Alias
é facil de verificar que a adopgao de osq < 230 Mpa juntamente com a limita¢do de p1. <0,8% nao

permite valores de Vrq superiores aos da fig.2.2, qualquer que seja a classe do betao.

Exemplo:

Betdo C20/25 ; fox = 20MPa;d = 0,25m; d' = 0,30m ; d'/d = 1,20 - Vcone,max = 900kN

Pelas RPU tem-se: gctg = 0,16 *+v20 /1,5 = 0,477kN/cm2
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Vcone,max = 4,50 * 0,0477 *m* (30 + 25) x 25 = 927kN; ou seja os valores agora

obtidos sdo cerca de 3% inferiores aos que as RPU do CEB permitiam.

Seja Vg = 900kN; a armadura horizontal de equilibrio do cone de pungoamento é dada por
(0sa = 23 kN/cm?)

pL =VEd/(4,7 * f *d » gsd). Parad'/d =1,20 e d =0,25m tem-se:

f=0,45m; b=0,13m; 6 =37°% pL=0,74% < 0,8% O.K.

A, =25x0,74 = 18,5 cm2 —> 9¢16 #p.m. ; lado da malha quadrada:

a =2xf +2xlp*xosd/fsyd = 2+(45 + 50 1,6 +23/34) = 198 cm

em que ly é o comprimento de amarracdo, para um aco A400 e um betdo B25 (armadura na face

superior da laje).

Em lajes simetricamente apoiadas e solicitadas tem-se: pLx = pLy = pL

2.3. RESISTENCIA DE LAJES SEM ARMADURA TRANSVERSAL

Tal como na resisténcia ao esfor¢o transverso, também nas zonas contiguas ao pilar de apoio o
esquema estrutural da laje, em estado limite de rotura, é um esquema em trelica com bielas
comprimidas em anel cdnico e tirantes verticais em anel cilindrico, elementos estes cujas

secches resistentes crescem rapidamente a medida que a distancia ao pilar aumenta.

A resisténcia ao Pungoamento é uma questdo que interessa apenas a zona restrita em torno do
pilar, pois para além desta zona a resisténcia da laje depende da capacidade resistente aos
esforcos de flexdo, passando o esquema estrutural da laje em estado limite de rotura, a
corresponder a um mecanismo em equilibrio estatico definido pelo esquema de linhas de rotura

que origina um trabalho interno maximo de deformacgio.

No esquema em treli¢a a resisténcia da laje depende directamente da resisténcia Vrq. do tirante
vertical de betdo, fig.2.7; esta resisténcia é dada pelo produto da sec¢do do tirante pela

respectiva tensio de calculo.
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Is=2(f+2{b 6 'sd/fsyd)
armadura horizontal de pungoamento

tirante de betdo armado: tirante de betdo ndo armado:
VRd,s+VRd,c=VRd ‘ Cone de pungoamento  ji/p, "= \/rq
£ - j i 0 v I:
] i \ %, 1 |__ : T - ) ’ ]\
- AN i T S . ' - | N
g l “ == | ) d
i — . R S = — |
| |
estribos | b
ESNos | R
0, 750150,30‘ armadura de laje

\-'1['\ f

Fig.2.7 — Cone e tirante de Pungoamento; armaduras.

Como seccao deste tirante considera-se a do anel cilindrico directamente suspenso do cone do
Pungoamento, dada por:

Act = 2*m—w)xfx*b

A tensdo de calculo tem expressdo idéntica a que foi deduzida para o esforgo transverso no
esquema da viga em trelica devendo ser afectado do mesmo modo de um coeficiente 1 (cf.
Esforco Transverso), com a diferen¢a de que agora a largura do tirante ndo depende de z (no
esforco transverso faziamos z=0,85*d), nem de n!V visto que no caso do Pungcoamento a biela
mais solicitada ser sempre a que arranca do apoio.

n=nlenlsyll
Os valores dos coeficientes (como no esforgo transverso) sdo os seguintes:

nl= 084

nll =065 < (24— 1.80%d)/2.2))*3 < 1,0 (d em metros)
M I — 0,80
Sendon I 0,80 por influéncia dos momentos m’r sempre existentes.

Sumariamente, pode portanto dizer-se que a resisténcia ao pungoamento de lajes sem armadura
transversal é dada por:

VRd ¢ = (2 *m—w) xf*b*n*fctd

17
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2.4. RESISTENCIA AO PUNGCOAMENTO DE LAJES COM ARMADURA TRANSVERSAL

Para cargas Veq > Vrqc € necessario reforcar o tirante circular de betdo, recorrendo-se a
utilizacdo de estribos verticais pois os estribos inclinados, além de execucao dificil, ndo sio tdo
eficientes como os verticais, em estado limite de rotura.

Em lajes armadas transversalmente, o valor de calculo da resisténcia ao Puncoamento é dado
por:

VRd=VRd s + VRd c = Vsd
VRd,s = Asw*0sd e VRd,CZ((Z*W—W)*f*b—Acr)*T]*fctd

Agsw - Area total dos estribos verticais que formam a armadura transversal, colocados de forma
simétrica em torno do pilar e segundo o perimetro 2*m*f do cone de Pungoamento.

osd - Tensao efectiva nos estribos. (Quadro 2.1)

Acr - Area total de betio fissurada envolvente dos estribos:

.Osd
SW
f

A=A

cr
ctm

A existéncia de estribos origina a fissuracdo do betdo na envolvente do vardo tal como foi enunciado
no estudo sobre o esforco transverso, dai ser descontada essa area a area do tirante. Para o
Puncoamento também sdo fixadas regras relativas ao afastamento entre os estribos, colocados
segundo um circulo de raio f, assim fixa-se s <d <0.30 m (ver Fig. 2.6). Respeitando estas limita¢cGes
pode desprezar-se a influéncia do ondulado do diagrama das tensées de tracgao instaladas no tirante
. ~ . .. | 1] . . AN .
circular de betdo, ou seja, os coeficientes n' e n° podem ser considerados iguais a unidade. Portanto
qguando se utiliza armadura transversal de pungoamento e se respeitam as disposi¢ées construtivas

acima referidas, o valor de n que afecta a tens3o admissivel f.q é igual an".

18
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3

RESISTENCIA DE CALCULO AO PUNGCOAMENTO DE LAJES
ASSIMETRICAMENTE APOIADAS

3.1. INFLUENCIA DE UM MOMENTO APLICADO NO CONE
PUNCOAMENTO

A existéncia de um momento Mg reduz a resisténcia do cone de Puncoamento, na medida em
que localmente a compressdo sobre este passa a ser maior do que a originada por uma carga
NE concéntrica com o eixo do pilar.

Fig.3.1 — A desigualdade dos vaos origina momentos Mg4 sobre o apoio C

Podemos obter o equilibrio de Mg sobre o bordo do cone de Pungoamento a partir de uma
reaccdo média, estendida a um comprimento 2d, fig.3.2 e calcular a tensao linear instalada nos
pontos A e A' localizados por:

f'= f*cosy,comy = d/2f

A variagdo média da reaccgdo linear sobre o cone de Pungoamento, na extensao 2d, é dada por:
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Ar = MEd *f * cosy/(m* f*) = MEq * cosy/(m * f?)
em que = f3 é o momento de inércia da linha circular.

Eixo do anel cénico de
pungoamento (ao nivel de d)

MEq

Fig.3.2 — Influéncia de Mgq sobre a resisténcia do cone de Pungoamento

A variacido Ar, embora se refira apenas a extensio 2d, tem efeitos que devem ser estendidos a
todo o perimetro e a nova carga admissivel de puncoamento Vconemaxred € dada por:

\V/ . V ;
vV o cone,max ,red cone,max, red el -cosv|-2-w-f
i | Y Yo o
lelm = MEd/VEQ

Vcone max = Vcone, max,red (1 + (2 * |e|y * cosy)/f))
nm = f/(f+ (2 |e|m * cosy))

Para efeitos de calculo tudo se passa como se o esfor¢o Vg fosse substituido por um esforco
equivalente dado por:

VEd < Vcone max * Mm = Vcone max red

Ou ainda
Vecone max = V'Ed = VEd/Mu
serd este valor V'E( que se deve comparar com VR4 determinado nas alineas 2.3 e 2.4.

VRd = V'Ed = VEd/nm
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3.2. DISTRIBUICAO DA ARMADURA HORIZONTAL PELAS DUAS FACES
DA LAJE

A fig.3.3 permite concluir que a armadura total exigida pelo esforco de calculo V'Eg deve ser
dividida pelas duas faces da laje e isto em consequéncia da ac¢do dos momentos MEd4 €

MEdgp situados nos planos de referéncia AA' e BB'.

Eixo do anel cdnico
Ved de pungoamernto
(r-Aricaty O fredrjcolg®
f L |.-- MEZAA” ‘r |
L s
ar AR I |

Fig.3.3 — Influéncia de MEg4a4- (momento de célculo no eixo AA') na resisténcia ao Pungoamento

A acgdo desses momentos origina as excentricidades seguintes:
lelm,, = MEdaa/VEd

lelmgs = MEdse/VEd

el = \/(|e|MAA,)A2 + (lely,) 2

As excentricidades aumentam os esforcos VE({ a suportar pelo cone de pungoamento:
VEdaa = VEd/M vianr

V'Edgg = VEA/N' ypp~

em que se tem:

N van = /= (2 * |elmaa * cosy))

Wy = /(F= (2% lelups, * cosy))
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A armadura pLg,,, a aplicar na face superior, segundo a fig.2.2, sera a necessaria para resistir a

(r — Ar) * cotan36,52 e é obtida a partir do valor seguinte:

V'Ed = (V'Edaa + V'Edss’) /2)

distribuida segundo uma malha quadrada sobre o pilar.

Quanto a armadura a aplicar na face inferior da laje ela é dada por:
PLinf = PL — PLsup

em que pL é definida para um esforgo equivalente dado por:

V’Ed = VEd/nm com My = f/(f+ (2 * |e|y * cosy))

A armadura inferior destina-se a garantir o equilibrio da biela mais solicitada na parcela de

esforco nao equilibrada, via armadura horizontal superior, com a biela menos solicitada.

Em relagdo a armadura transversal, o critério sera o de considerar para cada uma das duas semi-

zonas do tirante cilindrico o maior dos valores seguintes, fig.3.4:

V'Edy,, = VEAd/Myas 8 V'Edgg, = VEd/ My (zona AB)

V'Edy,, = VEd/M s O4 V'Edgs, = VEd/N e (zonaA'B")

e adoptar o valor maior.

Fig.3.4 — Esquema de uma malha assimétrica de apoio, referente ao apoio C
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3.3. REDUGCAO DA RESISTENCIA VCONE MAX DO CONE DE PUNCOAMENTO DEVIDO
A ASSIMETRIA DA MALHA DE APOIO DA LAJE

As lajes assimetricamente apoiadas e solicitadas por uma carga uniforme q originam uma
reaccdo r ndo uniforme, o que reduz a resisténcia maxima V¢cone max do cone de Puncoamento,

em cada um dos pilares considerados.

Para se aproveitar os resultados experimentais de Kinnunen-Nylander, tem-se de quantificar a
reducdo da resisténcia ao Puncoamento resultante do desequilibrio dos momentos de
continuidade existentes sobre a cabeca do pilar, antes da formacdo dos mecanismos primarios

de rotura da laje, pois se esta a admitir que a laje rompe por Pungcoamento.

Em relacdo a carga de Kinnunen-Nylander definida a partir, como se disse, de um modelo
equivalente ao de um pilar interior solicitado de forma simétrica, a questdo que se poe é a de
quantificar a reducdo imposta pelos desequilibrios dos vaos contiguos, desequilibrios estes que
se traduzem em momentos inicialmente ndo equilibrados. Seja entdo o esquema da fig.3.4. O
dispositivo da restricdo a rotacdo aplicado sobre o pilar C permite a formacdo do modelo
estrutural ensaiado, constituido por uma placa circular apoiada num pilar, formando-se a fenda
de Pungoamento no quadrante circular contiguo ao vao maior, enquanto na zona oposta esta

fenda ndo se chega a formar pois a laje esta ai submetida a uma carga mais reduzida.

A aplicagdo de uma sujeicdo ficticia no pilar C impede a rotagdo do seu topo sob o efeito das

solicitacdes assimétricas que as duas linhas de apoio AA' e BB' da laje lhe transmitem.

E evidente que nestas condicdes a resisténcia do cone de Puncoamento, formado sobre o pilar C,

corresponde ao valor maximo fornecido pelo grafico da fig.2.2.

Nesta situacdo, em qualquer dos sectores do cone de Puncoamento (zonas tracejadas A,B,A' e B'
fig.3.4) desenvolve-se uma resisténcia Vp4/4 porque os momentos de continuidade sobre o
pilar C sdos iguais aos do encastramento perfeito, em qualquer das 4 direc¢des consideradas

(a4ngulos de rotacdo da laje nulos).

Se libertarmos a sujei¢do no sentido AA', ela rodara sob a ac¢do do momento de desequilibrio de
forma que os angulos a um e outro lado deixem de ser nulos, para no caso desta figura, passarem

a ser: aca> 0 (descendente) e aca’ < 0 ; de igual modo se tem, para a linha BB', o> 0 e acg< 0.
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Em relacdo aos quadrantes A' e B', como eles ficam submetidos a um sobre encastramento
(4ngulos negativos) a sua resisténcia ao Pungoamento mantem-se igual a VR4/4 ; porém nos
quadrantes A e B existem acréscimos Ar da reac¢do de apoio da laje originados pelos momentos
distribuidos, idénticos para efeitos de calculo aos dos momentos Mg considerados na alinea

3.2.

k1L k3L

b "3 I
1
' ]
1 ' ]
i ' [
E Ry Rl ? ......... * _______ ?__
1 ' ]
1 ' 1
1 ' 1
1 ' 1
' : '
~ ! - :
[ ' 1
1 4 1
1 1 1
A ; : =
| ~J
e - 4
o i ]
g ! 3 3
N - __--+ ..................
1
a el
CBIIL; CAllkIL; k3= k1 =1; k2=<1. CBIL; CAIKIL; k2=1. CB I L; CAIlk1L; k32k2.

Fig.3.5 — Esquema auxiliares para a defini¢do das expressdes dos momentos M g4 nos casos de se tratar de pilar interior (a
esq.), de bordo (ao centro) ou de canto(a dir.).

Os momentos nao equilibrados que actuam sobre a sujei¢cdo C da Figura 3.5 a podem ser dados
por: MAA' = MCA14+3 — MCA'244 ; MBB' = M(CB14+2 — M(CB’34+4 (comportamento elastico).

Na sec¢do 4.7 definem-se as expressoes para o calculo destes momentos.

Quando se liberta a sujeicao, os momentos nao equilibrados segundo as linhas AA' e BB',
distribuem-se pelos vaos contiguos e pelo pilar C, proporcionalmente as respectivas rigidezes.
Do lado da seguranga pode geralmente desprezar-se, em beneficio da simplicidade, a influéncia

da rigidez do pilar C.

Se se observar que as rigidezes relativas entre os vaos contiguos dependem apenas dos
coeficientes K1, K2 e K3 que caracterizam a malha a que o pilar em causa pertence, pois a
largura da faixa da laje que a rigidez do pilar mobiliza ndo depende dos vaos, pode facilmente

concluir-se que os momentos distribuidos sdo dados por (fig.3.5):

- Pilar interior:

MAA' dist = MaA' = (K3/(B'K1 + K3))
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MBB’ dist = MpBpB'* (K2/(B'+ K2))

Quanto aos pilares de bordo e de canto vamos precisar de introduzir a rigidez Kp do pilar

(superior e inferior) para se poder determinar o momento no pilar originado pelo desequilibrio

dalaje.

- Pilar de bordo:

MAA' dist = MAA'* (K1/(i*Kp + B *nx k1))
MBB' dist = MBB' * (K2/(6' + K2))

- Pilar de canto:

MaA' dist = MAA" * (i Kp/(ix Kp + B *n * k1))
MBB' dist = MBB'* (i * Kp/(i * Kp + p'  nx k1))

emquei=I[l/Ip

B’ é um coeficiente que depende do grau de encastramento A nos apoios A e B

B'=1 para A=1 ; B’ =0,75 para A=0.

Como se disse, os pilares suportam parte dos momentos desequilibrados segundo as direc¢cdes

AA' e BB'; quando considerados no calculo do pungoamento eles sdo subtraidos aos

correspondentes valores de M4 4’ e MBRB’ acima definidos.

0 recurso a uma folha de calculo permite calcular facilmente os momentos M 44’ e MBp’ a partir

de expressdes '"rigorosas”, desde que se respeitem os esquemas e seus condicionamentos

apresentados na fig.3.5.

Por exemplo, em relagdo a fig.3.1 pode escrever-se:

MCA143 = (0,625 K13 + K2/K1* (K13 — K22 xK1/2 + K13/8) = 13 xp/B,
MCA 244 = (0,625 % K33 + K2/K3 x (K33 — K22« K3/2 + K23/8) « 13 « p/B4

MCBir, = (K1—K13/2+K3/8+ K3 —K33/2 + K34/8) = I3+ p/Bs

MCB'3+a = (1,35%K23) x> xp/Bp
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em que 8 é um coeficiente que considera o efeito do grau de encastramento da laje nos apoios
A, A, Be B ; os valores devem estar compreendidos entre 24 e 16, valores estes que
correspondem respectivamente, a rotacdo nula (idéntico a apoio interior de vdos contiguos

iguais) e a rotacdo maxima (idéntico a apoio tangente a um bordo ou a um canto).
O valor da solicitagdo de calculo VE{ é expresso em fung¢ao dos coeficientes K por:
Pilar interior: VEq = 0,25 (1 + K2) * (K1 + K3) * [2 * qgq4

Pilar de bordo: VE4 = (0,5+ 0,5 % K2) = (0,5 * K1 + K3) = [? x qgq

Pilar de canto: VEq = (0,5 + K3) * (0,54 K2) = [? x qgq

em que (ed é a combinagdo de calculo em estado limite Gltimo.

Observagoes:

a)- E grande a influencia que os valores de 8,4, S, B , 5 tem nos momentos de excentricidade;
deve-se portanto na pratica definir estes valores de forma aproximada sim, mas do lado da

seguranca.

b)- E de referir a reduzida influéncia que os coeficientes ', , ', tem naqueles momentos, nao

sendo de grande importancia o rigor com que sdo definidos.

c)- Os efeitos da assimetria sobre a reducdo de VRg sdo (num apoio interior) limitados a um
valor que se situa a roda de um 7n,; = 0,60, isto é uma redugdo de resisténcia de cerca de 40%.
Se se definir a assimetria de uma malha de apoio pelo coeficiente « = K2 * K3/K1, pode dizer-
se que para valores de a« = 0,4 * 0,6/0,86 = 0,28 se tem (1=10,0m; f=0,72m; B, = 24; Bz = 24)
NMu=0,72.

Paraa = 0,6 *0,3/1,0 = 0,18 tem-se (1=10,0m;f=0,72m;; B4 = 24; B = 24) nuy= 0,71

Paraa = 0,6 *0,3/1,0 = 0,18 tem-se (1=10,0m;f=0,72m; S, = 16;85 = 16) ny= 0,62
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4

DIVERSOS TEMAS COMPLEMENTARES A TEORIA
APRESENTADA

4.1. PUNCOAMENTO EM LAJE DE FUNDAGAO (SAPATAS E
ENSOLEIRAMENTO)

No essencial tudo se passa como o até agora definido para as lajes correntes atras tratadas.

Na seccdo 2.1 referiu-se que o angulo , em estado limite Ultimo, depende essencialmente da

percentagem p[, da armadura horizontal; verificou-se entdo que o valor maximo admissivel de
pL (0,8%), quando associado a tensdo gsd imposta pela fissuracdo admissivel adoptada,

conduzia a um angulo a = 30°.

Se a armadura horizontal é apenas a armadura minima, como geralmente sucede nas sapatas, a
percentagem de armadura horizontal é muito inferior (oL = 0,2%) tendo entdo a inclinagao

do cone de puncoamento valores mais elevados (a = 45°e 8 = 51°).

Alias a esse respeito o Code-Modele mencionava que para lajes de fundacio se pode adoptar a
mesma expressdo das lajes correntes; por outro lado afirmava que se se adoptar uma

percentagem p[, superior a 0,2% se pode obter uma margem de seguranca suplementar que

pode atingir os 50%.

De facto é facil concluir-se do acima exposto que esta margem resulta da maior abertura do

cone de pungoamento (a<45°) permitida por percentagens p[,> 0,2%, pois assim a area do

tirante circular de betdo é maior; para a= 30° o acréscimo seria de (tg302/tg45°) = 58% =

50%.
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Por razoes de deformabilidade as lajes de sapatas e ensoleiramentos sio sempre muito mais
espessas do que as lajes dos pavimentos. Em consequéncia disso, a percentagem p[, da
armadura longitudinal de equilibrio do cone de pungoamento é sempre muito inferior aos 0,8%

habituais das lajes correntes.

Por outro lado nao é habitual utilizar-se nas lajes de fundacdo armadura transversal de
puncoamento, isto €, a resisténcia ao puncoamento destas lajes é limitada a do tirante circular
em betdo ndo armado. No entanto a utilizacdo desta armadura permitira um aumento

substancial da resisténcia ao pungoamento destas lajes.

A resisténcia do cone de pungoamento Vcone max de lajes de fundagdo sé em casos muito
especiais podera ser condicionante. A resisténcia depende em geral da resisténcia do tirante
cilindrico. De facto quase sempre existe a possibilidade de se poder aumentar a espessura da

sapata com o beneficio da reducio de pL .

As solicitagdes que incluam, além do esforgo axial de calculo VEd, momentos de flexdo

segundo as linhas de referéncia AA' e BB', devem respeitar o definido na alinea 3.1.

Quanto as armaduras de pungoamento, elas serdo definidas para umVEd ¢q dado por:

VEd eq = VEd/ny —m*f? 0

or é a pressao do solo na vertical da coluna.

‘
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Fig.4.1 — Laje de fundagado.
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4.2. PUNCOAMENTO DE LAJES SUBMETIDAS A CARGAS CONCENTRADAS

As cargas concentradas actuantes em qualquer dos quatro painéis devem ser consideradas em
simultdneo com qualquer outro tipo de carga; a sua ac¢do pode por isso ser favoravel, quando
reduz a excentricidade que as outras cargas originam e, pelo contrario, ela pode anular

praticamente toda a resisténcia ao pungoamento.

Dado que a carga concentrada pode estar aplicada em qualquer dos painéis interiores, o critério
a adoptar é o de se definirem os momentos MAA' e MBB' que elas originam e juntar estes

momentos aos originados pelas outras cargas.

4.3. PUNCOAMENTO DE LAJES SUBMETIDAS A ACCOES TRANSVERSAIS
Em estruturas formadas por lajes e pilares submetidas a acgdes transversais, para além dos
momentos devidos a assimetria da malha de apoio e as cargas verticais, as lajes estdo

submetidas a momentos MAA, e MBB, orientados segundo as linhas de apoio.

Em geral as estruturas formadas por lajes apoiadas em pilares possuem elementos estruturais
que suportam as ac¢des transversais e por isso o calculo da influéncia destas ac¢des sobre a

resisténcia ao Pungcoamento das lajes ndo é muitas vezes necessario.

O célculo dos momentos MAA, e MBB, para efeitos de Pungcoamento, pode ser feito com a
aproximacdo suficiente a custa da localizacdo dos pontos de inflexdo das deformadas dos

elementos em causa (pilar e vigas na laje, segundo as linhas AA' e BB’).

;Q
AR R AR AR TR A TR TR TR AR TR A TR LA (R A LA A TR e (R TRCATRTATATATE]H H
- o
! ! ~h/3
f -
h=3,50 || |
| |
| 0,45 |
N 6,00 i

Fig.4.2 — Esquema de estrutura solicitada por acgdes horizontais.
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4.4. LAJES COM ABERTURAS PROXIMAS DO APOIO
Todas as aberturas devem ser reduzidas ao circulo de raio f (correspondente ao perimetro do

cone de pungoamento (referido em 2.1)), recorrendo-se para o efeito ao dngulo ao centro 2a

segundo o qual elas sdo vistas a partir do eixo do pilar.

Ha que definir a maior dimensao li na direc¢do tangencial ao pilar, que contenha em si toda a

abertura, e a distancia fi de li ao centro do pilar, medido na normal a li, figura 4.3.

;“ fr | \ laje

Fig.4.3 — Esquema de laje com aberturas préximas do pilar.

Log=2*xaxfy
com o dngulo a definido por
tga =1i/2*f;).

Assim o coeficiente de reducdo 1 é dado por:
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M= 1-L/Qxnxfo)=1-a/m

Observa-se que o coeficiente de reducidon, é essencialmente distinto dos originados pelas

solicitacdes, pois ele representa uma perda da secgao resistente do cone de Pungoamento.

E portanto um coeficiente cuja influéncia se faz sentir sobre a carga axial
reduzida Veone maxred, isto é, sobre a resultante das cargas verticais ja afectada pelo

coeficiente de reducio.
Como se viu em 3.1

VEd < Vcone max * Mm = Vcone max red

e existindo aberturas na laje

VEd < Vcone max * m *Na = Vcone max red

Do mesmo modo 7,4 afecta o valor da resisténcia do tirante circular
V'Ed = VEd/Mu/Ma

que se deve comparar com VRd determinado nas alineas 2.3 e 2.4

VRd = V'Ed = VEd/Mm/Na

A existéncia de mais do que uma abertura em torno do pilar, origina um coeficiente de reducao
Nafinal COrrespondente ao somatorio do conjunto dos 1, individuais originados por cada uma

das aberturas:

Nafinal = 1-Yai/m
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Exemplos :

Seja d =0,25m; d'=0,30m .-. f=0,46m.

12 Exemplo :

l1 =024m f1 = 0,52m

tga=11/2+f;)) = 024/(2%052) -~ a= 0,226rad
Ng=1— a/mr= 093

29 Exemplo:

lp =0,22m; f2= 0,15m (abertura encostada ao pilar)

a = 0,633 rad ~ n= 1080

4.5. DIAMETRO DO PILAR CILINDRICO EQUIVALENTE

Em sec¢des rectangulares, Fig.4.5, podemos usar a expressao:
deq~ (2(a+b))/r
desde queseja a < 1,5*b

Na figura 4.6 é apresentado o caso a > 1,5*b em que a resisténcia é a soma da resisténcia ao
pungoamento da laje nos extremos dos pilares ou paredes e da resisténcia ao esforco transverso

dalaje no restante.

; a<1,5b

Fig.4.5 — Diametro equivalente.
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ai21,5b1
. 1,5b1 !
1 il ‘
\ \ i i i
. b \
\ } &N
Contorno de : 1 : 8
§ b1 | ! -
a21.5 pungoamento ! }
1 | &
1 i <l {
\ [ 8
y T Contorno de ;N
! ‘ pungoamento ©
\ | |y | il n
N Contorno de v §
Contorno de Esforgo esforgo transverso -
transverso [
L 4 ~
b2

Fig.4.6 — Distingdo de zona de pungoamento e de esforgo transverso em parede.

33



(Gabinete de Organizagdo e Projectos, Lda

Rotura por Pungoamento

4.6. MALHAS DE APOIO; SUA DEFINIGCAO
A aplicacdo do método de calculo proposto na alinea 3.3 é simples, pois apenas é necessario

definir-se os coeficientes K, Kz e K3, e os graus de encastramento existentes nos apoios A,A" e

B,B".

No entanto existem situacdes que poderdo levantar ddvidas quanto a definicdo dos esquemas

das malhas que se devem considerar para cada pilar C em causa.

A fig. 4.7 representa um caso frequente na pratica, em que se tem de decidir sobre o
comprimento a adoptar na viga CB. Temos verificado que a relacdo de vdos que origina um
maior momento distribuido é de =~ 2 para 1 entre o vdo CB e o maior dos outros trés. Esta

relagcdo também da valores bastante corretos para VEd.

A
. N -
_______ P =
1 S— A
7 i L [B
§< ______ __* _——y | ——
Ll REEAYE
\L/ ~
e
L k,L
2xCA '

[N OTaE F Fepresenta puares rcTclos

Fig.4.7 — Exemplo de defini¢do de malhas de apoio, para calculo dos momentos Mgq44- € MSdps’

Quanto as cargas efectivas sobre cada pilar, ou seja os esforgos VSd de calculo, elas deverdo ser
verificadas segundo critérios apropriados, nada tendo a ver com a defini¢cdo das malhas, que se
destina apenas a obter os coeficientes 17, ndo se aplicando portanto, nestes casos de apoios
ficticios as expressdes indicadas na alinea 3.3, a ndo ser que se escolham valores de |, K3, Kz e K3

que fornegcam valores de VEd idénticos aos efectivos.
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Ti__.___., ..... / T— _T
. pommne- <' | Y ‘
| ! |, |
| fx:_ ________ _*T :_*F
| | |
? I ﬁ l A *
L % >

Notz F representa pilares fictivios

Fig.4.8 — Exemplo de definicdo de malhas com

recurso a apoios ficticios, para célculo dos momentos Mg4aa- € MSdpp

Vemos na fig. 4.8 que em certos casos, teremos de imaginar pilares ficticios localizados de

acordo com as condi¢des envolventes.

4.7. EXPRESSOES PARA A DETERMINAGCAO DOS MOMENTOS NAO EQUILIBRADOS (OU

DISTRIBUIDOS)

Na alinea 3.3 referiu-se a possibilidade de recurso a uma folha de calculo. Seguem-se as

expressoes para determinacdo dos momentos nao equilibrados (ou distribuidos).

N1=K2/K1 ; N2=K3/K1
L1=N1-0,5*N1/3+0,125*N14

L2= N2°3

L3= N173

L4= N172-0,5*N2/3+0,125*N24/N1
L5=N12-0,5+0,125/N1
L6=N1*N2A2-0,5*N1/3+0,125*N14/N2
L7=1/K1A2-0,5+0,125*K1

L8=N2/K1/2-0,5¥*N2/3+0,125*N2/4*K1
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L9=2*N2*N1/2-4*N2/3+2*N2"4/N1
L10=2*N2/K172-4*N2/3+2*N2"4*K1
L11=N1A3+6*N2/2*N1-1.5*N1/3
L12=1/K173+6*N2/2/K1-1.5/K13
L13=0
L14=1/K1-0,5/K1~3+0,125/K1”4
L15=L12
L16=N173+6*N2/2*N1-1.5*N1/3
L17=2*N272/K1-4N273+N2/4*K1
L18=N273+6*N172N2-1.5*N2/3
L19=2*N1-4*N173+2*N1/4

L20=1+6*N1/2-1.5

Pilar interior T1

VSd = 1,5 (0,25 = (1 + k2) * (k1 + k3) = [2 = p)

Ki< 1

Mgay = 0,625; Mg, = L7
K3< 1

Mca, = 0.625% L2 ; Mg, = L8
K1=>K2

Meas = L1; Mcps = 0.625 * L3
K1<K2

MCA3 = 0625, MCB3 =L5
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K2>K3
MCA4- = 0.625 * LZ; MCB4 = L4
K2<K3

MCA4- = L6; MCB4 = 0.625 * L3

Mccar = (Mcar + Mcaz) * K13« 13/ By 5 Mecaz = (Mcaz + Mcas) * K13 % 13/ By

Mccpr = (Mepy + Mepp) *K13 %13/ B 5 Mccpa = (Mcps + Mcps) * K13 % 13/ By

Myy = (MCCAl - MCCAZ)

MPiB/p

Pilar de bordo T2
VSd = 1,5 ((0,5+ 0,5 K2) * (0,5 * K1 + K3) = [? x p)

Ki<1
Mcay = 0.625; Mg, = L7

K1>1

Mgay = L14; Mggy = 0.625/k1°3
K1=>K2

Mgay = L1; Mggy = 0.625 * L3
K1<K2

MCA2 == 0625, MCBZ =L5

; Mg = (Mccp1 — Mccr2)

Mpgp = Mpp = (K2/(B'p + K2)) +
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K2>0.5*K3

Meps = 0.625 L3 ; Mcps = L11
K2< 0.5 *K3

Meps =19 Mcgs = 8% L2
K3>0.5

Mcas = 0.625/k173 ; Mcp, = L12
K3< 0.5

MCA4 = LlO, MCB4 =8=x*L2

Mccar = (Mgay +Mcaz) * K13« 3/ By 5 Mecaz = (Mcaz + Mcag) * K13 % 13/ By

Mccpr = (Mcpy + Mcpp) *K13 %13/ B 5 Mccpa = (Mcps + Mcpy) * K13 % 13/ By

Myg = (Mccar — Mccaz) ) Mgg = (Mccp1 — Mccr2)
Myap = My, * (K1/(i * Kp + K1)) + MPiA/p

Mppp = Mpp * (K2/(B’p + K2)) + MPiB/p

i=1/Ip

Pilar de canto T3
VSd = 1,5 ((0,5+ K2) * (0,5 * K1 + K3) % [2 x p)

K3< 0.5

MCAl =8 LZ, MCBl =L17
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K3> 0.5

Meay = L15; Mgy = 0.625/k1°3
K1>1

Meay = L14; Mg, = 0.625/k1°3
K1<1

Mcaz = 0.625; Meg, = L7
K2>0.5*K1

Mcas = 0.625; Mcps = L20

K2< 0.5 K1

Meaz = L19; Mgz = 8 % L3
K2>K3

Mepy =8 L2; Mep, = L18

K2< K3

MCA4- = L16; MCB4- =8=%L3

Mccar = (Mcar + Mcaz) * K13« 13/ By 5 Mccaz = (Mcaz + Mcas) * K13 % 13/ By

Mccpr = (Mepy + Mep) * K13 % 13/ By 5 Mccpy = (Meps + Mcpy) * K13 % 13/ By

Myys = (Mccar — Mccaz) ; Mgg = (M¢cp1 — Mccrz)
Mpap = Mgy * (K1/(i * Kp + K1)) + MPiA/p

Mppp = Mpg * (1/(i * Kp + 1)) + MPiB/p
i=1Il/Ip
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4.8. COMPARACAO COM A ACTUAL REGULAMENTAGAO

4.8.1. CONFRONTO DAS CONCLUSOES DA ALINEA 2.3. COM AS RPU (KINNUNEN E NYLANDER)
Como na alinea 2.1 se disse, o CEB definiu através das suas RPU a resisténcia ao pungoamento de

lajes simetricamente apoiadas, em funcdo da raiz quadrada da tensdo caracteristica do betao,

baseando-se para o efeito nos estudos e ensaios realizados por Kinnunen e Nylander.

Foi entdo definida uma resisténcia ao pungcoamento, expressa em funcdo da estabilidade elastica
da casca coénica triaxialmente comprimida que, formando a base de apoio do cone de
puncoamento, transmite a carga da laje ao contorno exterior do topo do pilar de apoio. Assim se
compreende por que razdo a resisténcia VRd é expressa na teoria de Nylander em funcao de

Vfck, pois se considera existir um problema de instabilidade elastica e nio de rotura.

Pode portanto concluir-se que a regulamenta¢ido imposta nas RPU se baseia na resisténcia do
anel cdnico de betdo e na da sua armadura horizontal; é esta armadura que garante, a custa da

limitacao da sua deformacao radial, a estabilidade deste anel.

Actualmente no seu Code-Modele o CEB define uma resisténcia ao Puncoamento V41, para lajes
sem armadura transversal, directamente proporcional a resisténcia do betdo (e ndo a raiz
quadrada desta) e outra Vrqz igual a 1,6 vezes aquela, para lajes reforcadas com armadura

transversal.

E evidente portanto que Vgra1 se refere a uma resisténcia diferente da definida pelas RPU. De
facto, enquanto esta representa a resisténcia Vra do cone de Pungoamento, Vrdi representa a

resisténcia unitaria do tirante cilindrico que suspende a laje daquele cone.

E perfeitamente correto, portanto, que se compare o valor de Vg4 da teoria aqui exposta, com o

obtido a partir de Vrq1, pois ambas estas resisténcias se referem ao mesmo elemento estrutural.
Assim considere-se por exemplo: d'/d =1,5 ; d =0,30m . Pode escrever-se:

f =205+d,b=086+d ~ VRd ¢ = 11,09 x d? 1 * fctd

Para o Code-Modele tem-se ( pL = 0,8%) :

VRd1 = 1,60 = (1,60 — 0,30) * (1 + 50 * 0,8%) * d * 0,255 fctd * (d' + d)
= 582x*d?* fctd
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Observa-se no entanto que a resisténcia VRq1 ja esta afectada pelo efeito que a assimetria da
malha de apoio da laje origina; este efeito pode ser avaliado, numa reducao de 30%. Assim, para

efeitos de comparagdo com VRd (, ter-se-a de afectar VRd1 pelo coeficiente 1,30 :

VRd1 = 7,5%d** fctd logo n= VRd1/VRd,cy= 0,67

O coeficiente 1,30 corresponde a uma assimetria para a qual se tem lg/lg = 0,75 e por isso

pode escrever-se:
nl =084 ;nll =((2.4-0.30)/22)"3=0,75 ;nl!l =0,80* (5—-0.75)/4 = 1,06

logo 772771*17”*771”20,67

Pode concluir-se portanto que a existéncia do tirante circular do betdo, base desta teoria de

rotura, é confirmada pela actual regulamentacio.

4.8.2. REBAP
No que diz respeito ao corte por pungoamento o calculo da forga resistente é feito por:

Vg =Vge -U
Veg =(1.6—d)-7, -d

em que u é a superficie critica que envolve o pilar definindo um perimetro a uma distancia

minima 0.5d do bordo do pilar. Neste caso Vrq é expresso em kN /m.

Esta metodologia apenas é aplicavel em casos em que a zona em causa nio esteja a uma

distancia inferior a 5d de um bordo livre.

O valor de calculo da tensdo actuante, vsq, em carregamentos sem excentricidade é dado por:

Se o carregamento for excéntrico a tensdo actuante é, para pilares rectangulares e circulares,

respectivamente:
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e +¢€
Vg :\ﬁ. 1+15. 2%
u b, -b,
\Y; 2e
Vsd:i' 14+ —
u d,

Em que ex e e, sdo o modulo das excentricidades segundo as duas direccdes, by e by sdo as

dimensdes do contorno critico e do corresponde ao didmetro do pilar.

No caso de ser necessaria armadura de pungoamento, esta é calculada a partir Vrqrdeterminada

por:
Via 1 :%Asw' fyd -sina

Este valor ndo deve ser superior a 1.6Vgq segundo este regulamento.

Quanto as disposicdes construtivas o REBAP especifica que a armadura de pungoamento deve
ser disposta entre um perimetro minimo de 0,5d e um perimetro exterior a esse situado a

distancia de 1,5d. O espagamento entre vardes ndo deve ser superior a 0.75d.

4.8.3. EC2
No Eurocddigo a verificacdo da seguranca deve ser feita em 3 perimetros de controlo, sendo o

primeiro a face do pilar (para verificar Vramax), 0 segundo a distancia 2d do pilar (para verificar a
necessidade de reforcar a laje) e um terceiro perimetro que dista 1,5d do ultimo perimetro

reforcado (caso seja necessario o reforgo).
A tensdo provocada pelas ac¢des actuantes, veq, pode ser calculada por:

VEd

Vi ='B'ui-d

em que S é o coeficiente que tem em conta a excentricidade do carregamento. De forma

simplificada pode-se considerar este coeficiente 1.5 para pilares de canto, 1.4 para pilares de
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bordo e 1.15 para pilares interiores, caso o comprimento dos vaos dos tramos adjacentes nao

ultrapasse 25%.
Em pilares interiores e com excentricidade numa direccao, § é dado por:

ﬁ:l—}—k.h.u_l
Vsd Wl

k é um coeficiente que depende das dimensdes do pilar e W corresponde a distribuicdo de

tensdes tangenciais e os seus valores podem ser consultados na seccdo 6.4.3. do EC2.

A tensdo resistente ao pungoamento sem armadura, Vrq,, em lajes é dada por:

Veg o =0.12-k - (100 p, - f, )3 <v

cl min

v, =0.035-k*. f, °°

k=1+ 200
d

Em que p, é a percentagem de armadura longitudinal e ndo deve ser superior a 0.02.

A resisténcia ao puncoamento de lajes e sapatas com a respectiva armadura de puncoamento é

dada por:

Vegos =0.75-Vg  +1.5-d % fowa et -Sena

r 1°

fowaer =250+0.25d <

ywd ,ef

Em que Asw € a drea de um perimetro de armaduras de pungoamento em torno do pilar, s: é o
espacamento radial dos perimetros de armaduras de pungoamento, fywa.er € 0 valor de calculo da
tensdo efectiva de cedéncia das armaduras e a é o dngulo entre as armaduras de puncoamento e

o plano da laje. Dispondo armadura de pungoamento o seu perimetro exterior medido a

p-v
distancia de 1.5d do ultimo perimetro de reforco nio deve ser inferior a 3’ .
VRd c

0 Eurocoddigo estabelece também a verificacdo ao corte de um perimetro de controlo a face do

pilar. A tensdo actuante neste perimetro nunca devera ser maior que:
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VRd,méx = 03 ’ |:1_ kj| ’ fcd

250
Quanto as disposi¢des construtivas relativamente ao pungoamento este cédigo impde como
limites a dispersdo de armadura a 1.5d tal como no REBAP e um espagamento longitudinal

também igual ao regulamento referido. Na Figura A.9 o valor de k recomendado é de 1.5.

Figura A.10 — Disposi¢des da armadura de Pungoamento segundo o EC2

4.8.4. ACI
Quanto ao pungoamento, o ACI 318 fixa o valor de V_ o valor minimo dado entre as equagdes

abaixo apresentadas:

V, = o.17(1+ %j‘/f_k b,d

V. =0.083 2+ OE:d . byd

0

V. =0.33,/f, byd

Nestas expressdes 3 corresponde ao quociente entre o lado maior do pilar e o lado menor, bg é o
perimetro critico que se situa a uma distancia de 0.5d do pilar e o é um coeficiente que tem em
conta a localizagdo do pilar na laje sendo 40 em pilares interiores, 30 em pilares de bordo e 20

em pilares de canto.
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Em carregamentos excéntricos o momento a considerar no pilar consiste no momento

proveniente da laje multiplicado por um coeficiente y, dado pela expressao:

7v:1_;b
142 [P
3\b,

em que b; e bz correspondem as dimensdes dos lados do perimetro de controlo. De seguida é

possivel calcular as tensoes actuantes no cone de puncoamento pelas equacdes:

Vu 7VMUC
Vp=7t+——

A J

Vu j/VMuCI

VU
A

Os valores de c/j podem ser calculados através do método proposto no ponto R.11.11.7.2 do ACI

318.
No caso de ser necessario reforcar a laje com armadura de pungoamento, V, ndo deve ser

inferiora 0.17,/ f, byd , V, tem que ser inferiora 0.5,/ f, b,d e V, ¢ calculado pela equagio

Neste caso Ay corresponde a drea de estribos que é necessario colocar em cada perimetro de

controlo.

4.8.5. MC10
0 MC10 define que o perimetro de controlo a partir do qual se determina a for¢a de corte

actuante dista da face do pilar 0.5d. Em paredes o perimetro nao se deve alongar mais do que
1.5d a contar a partir do cunhal (Figura A.10) e no total o perimetro de controlo ndo deve
exceder 12d. Em zonas com aberturas a uma distdncia menor ou igual a 5d do pilar ndo deve ser
considerada a parte do perimetro de controlo entre as duas tangentes a abertura tragcadas desde

o centro da area carregada.
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Figura A.11 — Exemplos de perimetros de controlo em: a) pilar; b) parede; c) limites

A contribuicdo do betdo na resisténcia pode ser obtida pelas seguintes expressdes:

i e b,

V.. =k -
Rd,c v 7/C
k = ! <0.6
Y 15406y -d-ky,
48
Kyg =
16+d,

y é o pardmetro que define a rotagcdo da laje e pode ser definido consoante o nivel de rigor
pretendido. O calculo da rotagdo da laje para o nivel I é feito de acordo com uma anélise linear

elastica sem uma redistribuicao de esforcos, e é dada por:

r f
y=15=22
d E,
O nivel II de aproximacdo é recomendavel quando se pretende fazer uma redistribuicdo de

momentos e a sua rotacgdo é dada por:

f 15
l// :1.5r_5_yd( de j
d Es de

A forcga de calculo da contribuicdo da armadura transversal é dada por:

VRd,s :ZAsw'ke *Ogy -sina
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z A, corresponde a 4rea de estribos necessaria situada entre 0.35d e d e o, é dado por:

\Y

Rd ,max = sys ’ 174 ' ’

Ve Ve
O coeficiente ks toma o valor de 2, neste regulamento, no entanto investigacdes recentes
permitiram definir esta constante consoante o tipo de reforco que é utilizado, sendo de 2.5 para

estribos, 2 para vardes dobrados, 2.6 para lajes pré-esforcadas e 3.0 para conectores tipo perno.

Na verificacdo fora da zona de refor¢o, a seguranca é feita como se ndo existisse armadura de
puncoamento e o perimetro de controlo mantém-se a 0.5dv do udltimo perimetro de reforco

conforme é indicado na Figura A.12.

Figura A.12 — Perimetro de controlo e altura util da laje.

4.8.6. EXEMPLOS
De forma a comparar os resultados com os diferentes codigos, estudou-se uma laje com 0.29 m

de espessura sujeita a diversas distribuicbes de pilares, considerando um betdo de classe
C30/37 e uma classe de aco S500. O coeficiente 1 indicado nas tabelas corresponde ao inverso
de B usualmente considerado nos cédigos. No calculo pelo MC10 considerou-se um didmetro

maximo do agregado de 25 mm.
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Quadro 4.1. Laje simétrica apoiada em pilar interior (6x6x6x6; espessura 0,29 m; pilar ¢sq0; carga distribuida

de 12,5 kN/m?)

Esf. Actuante Cone Tirante estribos: 24 E 8
n Ved/n | Vemax |Vrandoarm.| Vwrae  Vwrds Vwgaarm. | % Cobertura
SOBR 1,00 675 1116 545 404 760 1163 1,65
MC10 1,00 675 1103 551 551 776 1327 1,63
EC2 1,00 675 1244 575 432 942 1374 1,84
REBAP 1,00 675 793 496 - - 1126 1,17

Quadro 4.2. Laje assimétrica apoiada em pilar interior (6x6x3x3; espessura 0,29 m; pilar ¢sq0; carga
distribuida de 12,5 kN/m?)

Esf. Actuante Cone Tirante estribos: 12E¢8
n Ved/n | Vemax |Vrandoarm.| Vwrae  Vwrds Vwgaarm. | % Cobertura
SOBR 0,71 535 1116 545 549 380 929 1,74
MC10 1,00 519 829 415 415 525 939 1,60
EC2 0,98 531 1244 517 388 471 859 1,62
REBAP 0,60 634 793 496 - - 563 0,89

Quadro 4.3. Laje assimétrica apoiada em pilar de bordo com consola de 3 m (6x6x3x1.5; espessura 0,29 m;
pilar ¢3q0; carga distribuida de 12,5 kN/mZ)

Esf. Actuante Cone Tirante estribos: 12E¢8
n Vedm | Vemax |Vrandoarm.| Vgrae  Vwrds Vwgarm. | % Cobertura
SOBR 0,55 694 1116 545 549 380 929 1,34
MC10 1,00 458 516 258 258 525 783 1,13
EC2 0,97 470 1244 548 411 471 882 1,88
REBAP 0,42 895 793 496 - - 563 0,63

Quadro 4.4. Laje assimétrica apoiada em pilar de bordo e alinhada pelo mesmo (6x6x3x0.15; espessura 0,29
m; pilar ¢3q0; carga distribuida de 12,5 kN/mz)

Esf. Actuante Cone Tirante estribos: 12E¢8
n VedM | Vemax [Vrandoarm.| Vgrae Vwrds Vwraarm. [% Cobertura
SOBR 0,49 537 636 310 250 380 630 1,17
MC10 1,00 284 593 296 296 312 608 2,09
EC2 0,89 319 1244 283 212 471 684 2,14
REBAP 0,37 710 542 339 - - 563 0,76
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